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Die Temperaturabhängigkeit des elektrischen Widerstandes wird untersucht, wobei auf die Nähe­
rung freier Elektronen verzichtet wird. Die hierzu benötigten Kenntnisse über die Elektronenstruk­
tur werden mit der Pseudopotentialmethodc gewonnen. Außerdem wird die von B a r d e e n  und P in e s  

entwickelte Behandlung der Elcktron-Phonon-Wechselwirkung für den Fall nichtfreier Elektronen 
verallgemeinert. Das für die Streuung der Elektronen maßgebende Spektrum der Gitterschwingun­
gen wird gitterdynamisch bestimmt. Wenn Austausch- und KorrelationsefTekte berücksichtigt werden, 
findet man ausgezeichnete Übereinstimmung mit dem experimentellen Temperaturverlauf des elek­
trischen Widerstandes. Ihre Vernachlässigung gibt einen um den Faktor 1,5 — 2 zu kleinen Wider­
stand.

1. Einleitung

Die Alkalimetalle wurden bisher immer in der 

Elektronentheorie der Metalle als die typischsten 

Vertreter für die Näherung freier Elektronen ange­

sehen. Die von B lo c h  entwickelte Theorie des elek­

trischen Widerstandes sollte deshalb bei ihnen am 

ehesten erfüllt sein. Es war deshalb sehr über­

raschend, als vor einigen Jahren von B a i ly n  1 Un­

tersuchungen der Temperaturabhängigkeit des elek­

trischen Widerstandes veröffentlicht wurden, die 

sich stark vom gemessenen Temperaturverlauf un­

terscheiden. Die BAiLYNschen Untersuchungen gehen 

etwas über die Näherung freier Elektronen hinaus, 

weil für die Wellenfunktionen ?/’( der Ansatz

V l( t)~  [v0( r ) + i f 'rl /„(r) | e"-' (1.1)

gemacht wird; außerdem werden Austausch- und 

Korrelationseffekte berücksichtigt. Ein weiterer Fort­

schritt gegenüber der BLOCHschen Theorie besteht 

darin, daß das Spektrum der Gitterschwingungen 

mit einem vereinfachten gitterdynamischen Modell 

bestimmt und das Transportproblem nicht mit einer 

Relaxationszeit gelöst wird. Um einen einfachen 

Ausdruck für den elektrischen Widerstand zu be­

kommen, hat B a ily n  sowohl bei der Übergangs­

wahrscheinlichkeit als auch bei der Lösung des 

Transportproblems einige Mittelungen durchgeführt, 

deren Richtigkeit sich schwer nachprüfen läßt. Es 

ist deshalb denkbar, und unsere Untersuchungen

1 M. B a il y n , Phys. Rev. 112, 1587 [1958] ; 120, 381 [I960].
2 J .  G. C o l l in s , Proc. Roy. Soc.. Lond. A 263. 531 [1961].

haben diese Vermutung bestätigt, daß das von ihm 

gefundene Versagen der Elektronentheorie der Me­

talle nur scheinbar und durch die verschiedenen 

groben Mittelungen bedingt ist. Denselben Einwrand 

kann man auch gegen die von C o l l in s  und Z im an  2i 3 

durchgeführten Untersuchungen Vorbringen. Audi 

sie verlassen die übliche Näherung freier Elektro­

nen, indem sie die Wellenfunktion T/’f durch eine 

Linearkombination zweier ebener Wellen beschrei­

ben

Y>f ~ a t eif-r + A e i(,+ fl*)'t , (1.2) 

wobei St* der reziproke Gittervektor ist, der durch 

den  dem Vektor f am nächsten liegenden  T e il der 

ersten BRILLOUIN-Zone hindurchgeht. Die genannten 

Autoren sind sich bewußt, daß die Darstellung (1.2) 

wohl eine gute Näherung für besonders ausgezeich­

nete f-Richtungen ist, glauben jedoch, daß durch sie 

auch für beliebige Richtungen von f der wesentliche 

Unterschied zur Näherung freier Elektronen erfaßt 

wird. Zur Vereinfachung der Rechnung wird für das 

Schwingungsspektrum das ÜEBYEsche Modell be­

nützt, bei dem zwischen reinen longitudinalen und 

transversalen Polarisationszweigen mit verschiede­

nen Ausbreitungsgeschwindigkeiten unterschieden 

wird. Die Lösung der BoLTZMANNschen Transport­

gleichung erfolgt mit einem Variationsverfahren, 

bei dem jedoch ein sehr einfacher Ansatz für die 

Vergleichsfunktionen gemacht wird. Die von C o l l in s  

und Z im an  gefundene Temperaturabhängigkeit des 

elektrischen Widerstandes konnte im Fall von Na-

3 J. G. C o l l in s  u . J. M. Z im a n , Proc. Roy. Soc., Lond. A 264.
60 [1961].
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trium nur dann mit dem experimentellen Verlauf 

zur Deckung gebracht werden, wenn die Unter­

schiede zwischen longitudinalen und transversalen 

Schallgeschwindigkeiten vernachlässigt werden. Dies 

ist jedoch experimentell nicht gerechtfertigt. Man 

muß deshalb begründete Zweifel haben, ob der von 

C o l l i n s  und Ziman entwickelte Formalismus richtig 

ist.

In einer früheren Mitteilung4 haben wir kurz 

über Untersuchungen des elektrischen Widerstandes 

der Alkalimetalle berichtet, bei denen das gleiche 

Verfahren benutzt wurde, das früher von einem der 

Autoren5 zur Berechnung des elektrischen Wider­

standes von Kupfer verwendet wurde. Es beruht im 

wesentlichen auf der von B a r d e e n  6 für freie Elek­

tronen durchgeführten selbst-konsistenten Behand­

lung der Elektron-Phonon-Wechselwirkung. Außer­

dem wird das Phononen-Spektrum gitterdynamisch 

berechnet und das Transportproblem mit einem gut 

konvergierenden Variationsverfahren gelöst, bei dem 

die Symmetrie des Problems von vornherein be­

rücksichtigt wird. Im Unterschied zu den vorher er­

wähnten Arbeiten werden alle Integrale exakt aus­

gewertet. Im Fall von Na und K finden wir, daß die 

Temperaturabhängigkeit des elektrischen Widerstan­

des von diesem Verfahren gut wiedergegeben wird. 

Bei Lithium erhalten wir dagegen einen um teilweise 

eine Zehnerpotenz zu kleinen Widerstand. Diese 

Diskrepanz wird durch das Versagen der Näherung 

freier Elektronen bedingt.

In der vorliegenden Arbeit soll ein Verfahren 

entwickelt werden, das gestattet, den elektrischen 

Widerstand auch dann zu bestimmen, wenn die Nä­

herung freier Elektronen nicht erfüllt ist. Der elek­

trische Widerstand kommt bekanntlich durch die 

Streuung der Elektronen mit FERMi-Energie zustande. 

Um die Übergangswrahrscheinlichkeit für diese Streu­

ung zu ermitteln, benötigen wir die Wellenfunktion 

xpx für beliebige Richtungen von f . Diese Kenntnis 

können wir uns am besten mit der Pseudopotential­

methode verschaffen, mit der man ohne allzu großen 

Zeitaufwand die Wellenfunktion ermitteln kann. 

Weitere Einzelheiten zu dieser Frage sind in der 

vorhergehenden Arbeit 7 beschrieben. In der vorlie­

genden Arbeit wollen wir uns zuerst mit der Frage

4 H .  B ro s s  u .  A. H o l z ,  p h y s . s ta t .  s o l. 3 , 1 14 1  [ 1 9 6 3 ] .

3 H. B r o s s , Z. Naturforschg. 1 4  a , 5 6 0  [ 1 9 5 9 ] .

6 J. B a r d e e n , Phys. Rev. 52. 6 8 8  [ 1 9 3 7 ] .

7 H .  B r o s s  u . A. H o l z ,  Z. Naturforschg. 19a, 1 61 1  [ 1 9 6 4 ] ,

im  f o lg e n d e n  a ls  I  z i t ie r t .

beschäftigen, wie die Leitungselektronen das durch 

die thermische Bewegung der Gitterionen entste­

hende Störpotential abschirmen. Dieser Effekt wurde 

zum ersten Male von B a rd e e n  6 auf selbst-konsistente 

Weise behandelt und später von B a rd e e n  und P ines 8 

so in der Sprache der Feldtheorie formuliert, daß 

leicht Austausch- und Korrelationseffekte berücksich­

tigt werden konnten. Der Einfluß dieser Effekte auf 

die Elektron-Phonon-Wechselwirkung wurde später

— teilweise an die Formulierungen von B a rd e e n  

und Pines anknüpfend — von Bailyn 9, Hone 10 und 

anderen11 behandelt. Alle diese Untersuchungen 

beruhen auf der Näherung freier Elektronen und 

meist auch noch auf der Annahme, daß die Gitter­

schwingungen in einem Kristall entweder nur rein 

longitudinal oder rein transversal polarisiert sind. 

Da diese Näherungen im Fall von Lithium nicht 

erfüllt sind, wollen wir in Abschnitt 2 die von 

Bardeen und Pines entwickelte Methode so verall­

gemeinern, daß sie auch für nichtfreie Elektronen 

brauchbar ist. Hierbei werden wir auf eine Inte­

gralgleichung für das Matrixelement des selbst-kon­

sistenten Potentials geführt, die sich im allgemeinen 

Fall nicht lösen läßt. Da, wie in I gezeigt wurde, die 

Leitungselektronen von Lithium sich nur wenig von 

der Näherung freier Elektronen unterscheiden, wol­

len wir diese Integralgleichung in Abschnitt 4 nähe­

rungsweise für den Fall nahezu freier Elektronen 

lösen. Auch die Matrixelemente des reinen Ionen- 

störpotentials werden in Abschnitt 3 nur für diesen 

Spezialfall ausgewertet. In Abschnitt 5 wird die 

BoLTZMANN-Gleichung mit einem gut konvergieren­

den Variationsverfahren gelöst, bei dem die Symme­

trie des Problems von vornherein berücksichtigt 

wird. Die numerischen Einzelheiten und die Ergeb­

nisse finden sich in Abschnitt 6.

2. Selbskonsistente Behandlung der Elektron- 

Phonon-Wechselwirkung für Bloch-Elektronen

Der HAMiLTON-Operator eines Festkörpers kann 

auf die folgende Weise in drei Teile zerlegt werden:

H  =  Hphon  +  H ei +  H i n t  . ( 2 . 1 )

8 J. B a r d e e n  u . D. P in e s , Phys. Rev. 99. 1140 [1955].
9 M. B a il y n . Phvs. Rev. 117, 974 [I960]; 120, 381 [I960],

10 D. H o n e , Phys. Rev. 120. 1600 [I960],
11 H .  B r o s s  in: Moderne Probleme der Metallphysik, heraus-

geg. von A. S e e c e r , Verlag Springer. Berlin 1965.
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ffphon ist der HAMiLTON-Operator der Gitterschwin­

gungen, der in der harmonischen Näherung durch

H plion = b y  h OJ 'q {a\+ aj + a{ a' + } (2.2)

dargestellt werden kann, wobei die (beobacht­

bare) Eigenfrequenz der Gittersdiwingungen mit 

Ausbreitungsvektor q und Polarisation j  ist. Für die 

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren aq+ und 

gelten die Vertauschungsrelationen

r , 
q “ q' a\r

A,Y r qq

q — L^q^q' ]

_  10, wenn j  ̂  j' und q =£ q' (2.3) 

|1, wenn j  =  ] und q = q' ist.

zweite Summe in Gl. (2.4) läuft über alle Gitter­

ionen des Kristalls, die an ihren durch die Gitter­

vektoren bestimmten Gleichgewichtsplätzen be­

findlich angenommen werden. V0{v) ist das Poten­

tial eines Gitterions. Der Vielteilchenaspekt unseres 

Problems läßt sich am besten mit der Methode der 

zweiten Quantelung behandeln. Als Basisfunktions- 

system dient der vollständige und orthonormale Satz 

der BLOCH-Funktionen ift(x), welche durch die 

ScHKÖDINGER-Gleichung

-  + { I r , ( r - 9 U  + rc ( r ) } v i = £?v.’,(2.5)
Z m

Die Ausbreitungsvektoren q der Phononen, die 

durch zyklische Randbedingungen festgelegt werden, 

sind reduzierte Vektoren, so daß in Gl. (2.2) nur 

über die Eigenzustände der ersten BRiLLOUiN-Zone 

summiert wird. Falls im folgenden ein Wellenvektor 

der Phononen außerhalb der ersten BRiLLouiN-Zone 

zu liegen kommt, ist er durch Addition eines Gitter­

vektors ,Sil des reziproken Gitters auf die erste Ele­

mentarzelle zu reduzieren.

H e! bezeichnet die HAMiLTON-Funktion der Lei­

tungselektronen, welche sich im periodischen Poten­

tial der Gitterionen bewegen und zwischen denen 

die CouLOMBsche Wechselwirkung vorhanden ist.

1

und durch die Periodizitätsforderung

^ ( r  + ^m) = exp Vf (r) (2 .6 )

Pi 

2 m
y y 0(x- 3 u +  2

Xi-Xi
(2.4)

Die Summe über i bzw. j  geht über alle N Elektro­

nen, die in dem Volumen V0 enthalten sind. Die

definiert sind. Vq (1‘) ist das Potential der gleich­

mäßig verteilten negativen Ladung, welche die posi­

tive Ladung der Gitterionen gerade kompensiert. 

Um später den Übergang zur Näherung nahezu 

freier Elektronen leichter durchführen zu können, 

sind die Ausbreitungsvektoren f der Elektronen sog. 

freie Wellenvektoren, deren Wertebereich nicht auf 

die erste BRiLLouiN-Zone beschränkt ist. In dieser 

Beschreibung sind sowohl als auch keine pe­

riodischen Funktionen im f-Raum; sie dürfen des­

halb auch nicht durch Addition von reziproken Git­

tervektoren auf die erste BRiLLouiN-Zone reduziert 

werden. Für den HAMiLTON-Operator H,>\ findet man 

in der Sprache der zweiten Quantelung den Aus­

druck

H el= I2J?c,+ c,,„
2 e2 ct

Z 'A g ( f '  + P + ®i'»f; P) g ( f- p  + ®[,f; -P) cY+»+m',°'ct+-*+®hoct',°'Ct.o,(2.7)
V0 ~ P*

wobei die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der Elektronen Cf“öund Cf a in üblicher Weise definiert 

sind und den Vertauschungsrelationen für FERMi-Teilchen gehorchen:

Ct,a c\',o' + ct',o' ct,a, — 0 , C{~a CV ar + Cy a> Cf+a =  Aff . (2.8a, b)

Weiter haben wir die Abkürzung g(T, f ;p ) =  N f  Vr (r) e*p rVf(r) dt (2.9)

eingeführt. In (2.9) ist die Integration über eine Elementarzelle auszuführen. Durch den Strich am zwei­

ten Summationszeichen in Gl. (2.7) soll angedeutet werden, daß der Vektor p = 0 bei der Summation 

ausgeschlossen werden soll. Die weiter unten abgeleiteten Beziehungen für die Elektron-Phonon-Wechsel- 

wirkung werden besonders einfach, wenn wir an Stalle der HARTREEschen Einelektronenenergie E{] die 

Energie Et in der H a r t r e e —FocK-Näherung einführen. Letztere ist definiert durch

= + + -P ) / ( +

+ - S i) / ( f ') ,  (2-10a)

wobei / ( f) der Erwartungswert des Teilchenzahloperators für den Zustand f, o ist:

/(f) = Cft<rCf,a. (2.10b)
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Es wird dann f l e 1= 2  Et ct,o ct.a + H X (2.11a)

mit H 1 = ---+ P + f ; p) — P + — p) Ct'JrV + Sil',a'Ct'-\) + ̂ l.aCt.aCt',a'
V o P~

+ ^  Z  I g(i + f - P + Ä I; P) g(f - P + ÄI, f ; - P) / ( I - p + Ä,) (2.11b)
' 0 I P

~ | ^  |2 f » — ^ i)  f ; ^ t ) / ( f ) J cf+ftr+stt',act,a-

Der Operator H;nt beschreibt die Wechselwirkung der Elektronen mit den Gitter Schwingungen und wird 

zweckmäßigerweise in die beiden Anteile H;nt, ei und Hjnt. pi10n zerlegt. H;nt, ei rührt daher, daß sich die 

Elektronen nicht im periodischen, sondern in dem durch die Gitterschwingungen gestörten Potential be­

wegen.

Hint, el = 2 ( ^ 0  (r- ^m  - 3m) - F0 (r - SRm) } , (2.12)

§m ist der Verschiebungsvektor des durch den Gittervektor 3t m festgelegten Gitterpunktes. In den Normal­

schwingungen des Kristalls läßt sich durch

3m = 2  V  «-«-?,■ —i ePexP {i P • Hrn} O q  + Adj. Operator (2.13)
y Z I\ Ivl ü) ' q

darstellen. M bezeichnet die Masse eines Gitterions und den Polarisationsvektor der Gitterschwingung 

mit Ausbreitungsvektor q und Polarisation j . Da die Amplituden der Gitterschwingungen gegenüber dem 

Gitterabstand klein sind, können wir nach Potenzen von entwickeln und nach dem ersten nichtverschwin- 

denden Glied abbrechen. In der Darstellung der zweiten Quantelung wird

Hint,ei= Z  Hon(f + q + ®i>f) ct+q + «t.ac!.«»aq + Adj. Operator (2.14a)

mit V L  ({', f ) =  - ] / 2^ r -  ei  ■ /  vv grad V0 V, dx ■ A ({' - f - q ). (2.14b)

Das Matrixelement V\on das in der Näherung freier Elektronen nur von der Differenz q = fr — f ab­

hängt, ist ein Maß für die Streuung der Elektronen an dem durch die thermische Bewegung der Gitterionen 

hervorgerufenen Störpotential. Da die Leitungselektronen der Bewegung der Gitterionen folgen, wird die­

ses Ionenstörpotential von ihnen teilweise abgeschirmt. Durch die Wechselwirkung der Elektronen und 

Phononen miteinander wird sich ein effektives selbst-konsistentes Potential12 einstellen, dessen Matrixele­

ment wir mit V?(f', f) bezeichnen wollen, und das wir im folgenden bestimmen werden. Dafür ist es 

zweckmäßig, wenn wir H;nt? ej in

Hint, ei =  Ho + H 3 mit H 2= 2  P ‘(f+ q + $ t ,f )  ct\q+mtactaa}q + Adj. Operator (2.15a, b)

und H 3= Z  {^lon (f + q + ® i,f) - ^ ' ( f  + q + ® (,f)}  ci+q+8i,°ct,oaq + Adj. Operator (2.15c)

zerlegen. Die abschirmende Wirkung der Leitungsslektronen wird hierbei durch den Operator H 3 aus­

gedrückt.

Der zweite Anteil von dem Wechselwirkungsoperator H jnt rührt daher, daß die beobachtbare Frequenz 

co}q einer Gitterschwingung außer von der Wechselwirkung der Gitterschwingungen untereinander auch 

noch von der Elektron-Phonon-Wechselwirkung bestimmt wird. Wenn letztere nicht vorhanden wäre, ent­

hielte der HAMiLTON-Operator der Phononen nur die potentielle Energie

[ h (ß i)2/ (4 o>’ )] {a> +oL+ } { a i ,  + «> + },

wobei die Frequenz ist, die sich durch die Wechsehvirkung der Ionen untereinander und mit der sie 

kompensierenden gleichmäßig verteilten negativen Ladung einstellt. Es tritt deshalb der zusätzliche Operator

H iB,,ph„n- H 4.  << " ' « > + auf. (2.16)
4  Ci)'q

12 Im allgemeinen Fall ist das effektive selbstkonsistente Potential ein h-abhängiger Potentialoperator.
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Durch Zusammenfassen der einzelnen Operatoren kann die HAMiLTON-Funktion des Gesamtsystems in der 

Form

H  = H 0 + H 1 + H 2 + H 3 + H 4 mit H 0= ci ° ct,o + Z  Mci {aq+ a{, + |} (2.17,18)

geschrieben werden. Die Operatoren H 0 und H x sind von der Elektron-Phonon-Wechselwirkung unabhän­

gig. Ho und H 3 enthalten die Matrixelemente Vi und V{on linear, während H 4 , wie wir später sehen wer­

den, eine quadratische Funktion dieser Matrixelemente ist.

Durch eine unitäre Transformation, die in diesem Zusammenhang zum ersten Male von F r ö h l ic h  13 

angewandt wurde, versuchen wir die Elektron-Phonon-Wechselwirkung weitgehend zu eliminieren. Diese 

Transformation erfolgt durch einen hermetischen Operator S, w7elcher linear von abhängig ist. Die 

transformierte HAMiLTON-Funktion lautet

H  = exp{- ifc-1S} Hexp { ih- 'S }  ^H n  + H j + Ho + H 3 + H 4

+ l  [H „S ]+  * [H ,,S ]+  ‘ [Hs,S ]+  ‘ [ H „ S ] -  ^  [[H „S] S ] - ^ ,-  [ [H ,,S ]S ] , <2-l9>

wobei wir alle Kommutatoren, welche die V'1 und V\0n in höherer als zweiter Potenz enthalten, vernach­

lässigen.

Der neue HAMiLTON-Operator H  soll die Bewegung eines quantenmechanischen Systems von Quasi- 

Elektronen und Quasi-Phononen beschreiben, die miteinander nur sehr schwach wechselwirken. Wie wir 

sehen werden, wird ihre Bewegung nur über Glieder, die von V'1 bzw. V{on in höherer als zweiter Potenz 

abhängen, miteinander gekoppelt sein. Dies wird auf folgende Weise erreicht:

1. der Transformationsoperator S wird durch die Forderung

[ [H0,S] = — Ho bestimmt, (2.20)
h

2. das selbst-konsistente Matrixelement wird so festgelegt, daß näherungsweise

H 3« -  !~[H ,,S] gilt, (2.21)
n

3. der in den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der Phononen bilineare Anteil des Kommutators

;  [H2 + H 3,S] = + *- [[H0 + H l5 S]S] (2.22)
l n  2 K“

muß den Operator H 4 kompensieren.

Man kann sich leicht überzeugen, daß die Forderung Gl. (2.20) durch den Operator

S = ih  2  ri Vl̂ +1+^1±^L aJq ĉ +q+irxua cta + Adj. Operator (2.23a)
■^f +  q +  filf — n  co’q

mit = V l (!,? ')* erfüllt wird. (2.23b)

Eine einfache Zwischenrechnung liefert für den Kommutator (i/h) [H4, S] den Ausdruck

‘ [H,,s]= 4- p ? z r i ( t + q+st„t) a q _j_ a o__
-^f + q + JU— — h  co’q l&f-i-q-i-ftf— E i  co?q (2.24)

■ + Q + V + f ; P) — P + f ; — P) + a' C!+q + *>-rfil",ar Ct',a'Ct,o
P-

0§(^ + Q + P + ̂ r ,f + c} + il( ; p) g(f + c( + ̂ [",f + cf + p + ; — p) ft
p

+  q + p + f f l '  c f+  q + M f " , o  ct,a

+ 2 + Q + ^ i" j f + 9 + j ^ i')  ■> f j — Äy) ft" ct+q+st(",CT cf,tT j + Adj. Operator.

Er beschreibt die gekoppelte Bewegung zweier Elektronen infolge der C o u l o m b - und der Elektron-Phonon- 

Wechselwirkung. In analoger Weise wie bei der Ableitung der HARTREE-FocKschen Gleichung verwandeln

13 H. F r ö h l ic h , Proc. Roy. Soc., Lond. A 215, 291 [1952],
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wir diesen Operator in einen Einelektronenoperator, indem wir in der Summe Gl. (2.24) nur jene Glieder 

mitnehmen, die mindestens einen Erzeugungs- und Vernichtungsoperator in der Form eines Teilchenzahl- 

operators c ct CT enthalten. Diesen ersetzen wir näherungsweise durch seinen Mittelwert

cL cio = /(f)  . (2.25)
Mit der Näherung

f̂'-f l' + MI',o' f̂ + q —p +

=  ^f'.f+q — D + St(" /f+q-p + fil" cf + q + .ftl/-t-$U//,<r Cf.n p — ft ct+ q - p + c!-p — (2.26)

— 2 / V c! + q + fti' + fff",a c t,a ~  2 ^p,q + M(" f t  c!> + q-f-$I/ + .<ll",<7/ c t'o '

geht der Kommutator (i/h) [H i, S] in einen Ausdruck über, der mit dem Operator H 3 verglichen wer­

den kann. Die Forderung (2.21) führt zu folgender Integralgleichung für das effektive Matrixelement

v H f 'J )

*< * + « + * .* >  - + P + - i - # r )

X g (f + Cf + St[,f; Cf + Ä(”) — ^ — i g(f , f ; f — f — ^[") g(f + Cf + ^(, f + Cf + «Sly; — f + f + .^[") J

=  Hm  (f+ Cf+ ®i; !) , (2.27)

die im allgemeinen nicht exakt gelöst werden kann. In der Näherung freier Elektronen wurde die Integral­

gleichung (2.27) schon früher von B a i l y n 9 und H o n e  10 abgeleitet. Wenn wir außerdem noch das von der 

Austauschwechselwirkung herrührende zweite Glied in der geschweiften Klammer vernachlässigen, bekom­

men wir die von B a rd e e n  8 zum ersten Male abgeleitete Integralgleichung. Nur in diesem Falle kann ein 

geschlossener Ausdrude für das effektive Matrixelement V* (t\ f) angegeben werden, das wiederum nur 

von dem Differenzvektor Cf = F' — f abhängig ist, und aus dem leicht das effektive selbst-konsistente Poten­

tial abgeleitet werden kann. Dieser Spezialfall wurde von B ro ss  11 als Ausgangspunkt für ein Näherungs­

verfahren benützt, um auch den Einfluß der Austausch- und Korrelationswechselwirkung bei einem freien 

Elektronengas zu untersuchen. Im Abschnitt 4 wird ein ähnliches Näherungsverfahren zur Lösung der 

Integralgleichung (2.27) für den Fall nahezu freier Elektronen benützt werden.

Der Vollständigkeit halber wollen wir noch auf die Änderung der Frequenz o)q und auf die Änderung 

der Einelektronen-Energie infolge der Elektron-Phonon-Wechselwirkung eingehen. Zu diesem Zwecke 

müssen wir die übrigen Kommutatoren von Gl. (2.19) berechnen, die sich wegen Gl. (2.20) und (2.21) 

näherungsweise zu

[H., + H 3, S] = 0  + 0 ' (2.28)
2 n

zusammenfassen lassen und auf Grund ihrer Struktur in die beiden Operatoren O und O aufgespaltet 

werden können. Der Operator O hat die Form eines Zweiteilchenoperators

0 = 4 -  1 y  *) J- q + ^r ) ct-_q+sI(/CT,cr>0/C ^ ,+flI>ffcf CT +Adj. Operator (2.29)
1 ‘—  ü f  + q-i- — n  co q

und beschreibt die Wechselwirkung zweier Elektronen, die durch die virtuelle Emission und Absorption 

eines Phonons zustande kommt. Hierdurch wird die Energie des Grundzustandes des Elektronensystems um

phon=  + * ^ » ( f . f  + d + R,) y>('•+» + *Jl_f)+Ko„i.Kompl. ] f  geändert. (2.30)
Z 1 + — ß £ — n u> c\

Ein ähnlicher Ausdruck für die Selbstenergie wurde auch von F r ö h l i c h 14 angegeben. Der wesentliche 

Unterschied besteht darin, daß in unserem Fall und V\on(V, f) nicht nur von dem Differenz­

vektor (f —f) abhängig sind, und daß wir die Abschirmung des Störpotentials durch die Elektronen be­

rücksichtigt haben. Dies kommt in dem Produkt V(on (t,¥) 'V? zum Ausdruck, während dieser Effekt 

bei F r ö h l ic h  durch das Produkt | V[0n{t' — f ) j 2 überschätzt w ird15.

14 H. F r ö h l i c h ,  Phys. Rev. 79, 845 [1950].
15 Vgl. auch J. J. Q u in n  in W .  A. H a r r i s o n  u. M. B. W e b b . The Fermi Surface, John Wiley & Sons. New York 1960. p. 58.
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Die Korrektur der Schallfrequenz durch die Elek'.ron-Phonon-Wechselwirkung ist in dem Operator O ' 

enthalten, für den wir zunächst den Ausdruck

O' — — ‘ v  m l-H + ft■ t) { F L ( t  + q- q' + a, - « , - , I  + q + «,)
i  t , t -f q + «  r —  & f — n  w  q

~ l̂on (f> f + p +^I') ci+q + fi(,o ct+q'-(-®i',o} ®q (a-q' + aq'+ ) (2.31)

finden. Für unsere Zwecke sind nur jene Glieder in der Summe wichtig, bei denen = Q und j  =  /  ist. 

Die Forderung, daß diese Glieder gerade den Operator H 4 kompensieren müssen, führt auf die Gleichung

(Gj)2- K ) 2 = - 2f a 2 —  »*±«+ÄW<*+«+*..» [/l+a+Sl- / f], (2.32)
h ^  ^f + q + si( — Ex - h  u>\

die in der Näherung freier Elektronen mit der von B a rd e e n  und P ine s  8 angegebenen Gleichung überein­

stimmt. Man beachte jedoch, daß in unserem Falle VUf',f) durch eine andere Integralgleichung bestimmt 

ist.

3. Berechnung des Ionen-Matrix-Elementes Vjon7̂  f)

Bei Untersuchungen von Transporterscheinungen in Metallen hat es sich eingebürgert, die Größe V\0Xl(t\ f) 

mit der sog. WiGNER-SEiTz-Näherung zu bestimmen, bei der die Atompolyeder durch gleich große Kugeln 

ersetzt werden und bei der weiter die Verteilung der Elektronen innerhalb der Kugeln radialsymmetrisch 

angenommen wird. Diese Näherung ist nur für einwertige Metalle und auch dann nur brauchbar, wenn 

die FERMi-Oberfläche nicht die erste BRiLLOUiN-Zone berührt. Wie aus unseren Bandrechnungen zu entneh­

men ist, scheint sie im Fall des Lithiums gerade noch erlaubt zu sein und soll deshalb auch bei den folgen­

den Untersuchungen benützt werden. Innerhalb der WiGNER-SEiTZ-Kugel unterscheidet sich dann f/j0n(r) 

vom Gesamtpotential V (r ) , das in der ScHRÖDiNGER-Gleichung (2.5) auftritt, um das Potential einer gleich­

mäßig verteilten negativen Ladung:

V (r) = f/ion(r) + i  (e2/rs3) (3 rs2- r 2) . (3.1)

Für r > r s ist J7ion(r)= -e2/r. (3.2)

Wir können deshalb V{on(t',t) auf folgende Weise in Teilintegrale zerlegen:

VI v 1iion (f\ f) = - • j j  W  grad V \px &r + ~  J W  r Vt dr + e2 j  xpr *3 Yt dr J . (3.3)

0 8 0 rs

Das erste Integral läßt sich, da zum elektrischen Widerstand nur die Übergänge mit beitragen, in

bekannter Weise 16 in ein Oberflächenintegral zerlegen. Zur Auswertung der verbleibenden Integrale wird 

für die Wellenfunktion xp\ die Entwicklung

Wt = T °(f> ®l) eXP (i(^ + ̂ l)  r) (3-4)

benützt, die von vornherein die BLOCHsche Symmetrieforderung (2.6) erfüllt. Nach einer einfachen Zwi­

schenrechnung findet man

H „„(f ',f)=  l  ] / ^ / , S « ( f ' , Ä f )*o ( l.« .)2l ( f - f - q )  

• | ^ 4  ̂  [ (f +1 ,)2 - (f' + t,-)2] + 4 *  e*n ] tq+ g rg | .) 8(1 ~ ft -  <11) ■ (3'5a)

wobei folgende Abkürzungen verwendet wurden

n~x =  | ti rs3 (Volumen einer W i g n e r —SEiTZ-Zelle) (3.5b)

g(x) = 3 [sin(rs x) — (rsa:) cos(rs:r) ]/(rg:r)3 . (3.5c)

16 J. M. Z i m a n , Electrons and Phonons, Clarendon Press, Oxford 1960. p. 184.
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In der Näherung freier Elektronen geht (3.5) in den von Bardeen 6 abgeleiteten Ausdruck über, wenn in 

diesem der Parameter [ (rs) — ̂ ol Null gesetzt wird. Wie aus Gl. (3.5) zu ersehen ist, besteht der 

wesentliche Unterschied zur Näherung freier Elektronen vor allem darin, daß das Matrixelement V{on (T, f) 

nicht nur von dem Differenzvektor q = f' — f abhängig ist. Als weiteren wichtigen physikalischen Unter­

schied bemerken wir, daß nun auch eine Wechselwirkung der Elektronen mit transversal polarisierten 

Gitterschwingungen auftritt.

4. Näherungsweise Berechnung des effektiven 

Matrixelements für die Elektron-Phonon-Wechselwirkung

In diesem Abschnitt und im Anhang wollen wir uns mit der näherungsweisen Lösung der Integralglei­

chung (2.27) für den Spezialfall nahezu freier Elektronen beschäftigen. Unter dem Begriff nahezu freier 

Elektronen versteht man solche Elektronen in einem Festkörper, bei denen der periodische Anteil der Wel­

lenfunktionen if>t räumlich wenig veränderlich ist. In der Entwicklung (3.4) ist also das Glied a(f, 0) 

wesentlich größer als alle übrigen a(f, $() mit =t=o, wenn f ein freier Wellenvektor ist. Und zwar wollen 

wir im folgenden annehmen, daß die quadratischen Glieder der a(f, =t=o) vernachlässigt werden können. 

Wie unsere Untersuchungen gezeigt haben, ist diese Näherung im Fall von Li gut erfüllt. Der Entwicklungs­

koeffizient a(f, 0) ergibt sich aus der Normierungsforderung der Wellenfunktion

[a(f,0)| =  f V /s. (4.1)

Zur Lösung der Integralgleichung (2.27) müssen die Ausdrücke g(T, f; p) bekannt sein. Aus Gl. (2.7), 

in der diese Größen zum ersten Male eingeführt worden sind, entnehmen wir, daß immer p = X — f + ist. 

Für eine solche Kombination der Argumente können die g(f', f ;p ) leicht unter Benützung der Entwick­

lung (3.4) berechnet werden. Es wird

g C r . I j f - I  + Ä O - F o S a ^ .Ä ,  ®r) + [1-^%] m t a C f ' , ^ ) *  + a(f, - $ ) ] ,  (4.2)

wobei wir in der zweiten Hälfte der Gleichung quadratische Glieder in den a(f, ^=4=0) vernachlässigt 

haben.

Mit den linearen Integraloperatoren

£.{*(t+q + ft.J )}-  - ^  ^  Z Äm S ± 3 ^ z(r  + ,  + f t fr). (4.3a)

‘ j f + 9 + ^ i'j ~ 9 — ®i") 9 f ; 9 + ®t") ~ ~ ^ %//-$[}

8e2,-r v  /(f'+<l + Är0 —/(H Y(*' , -v | a .  t'\ M , n

~  ~ ~vK  * ,£* , - * + 1 + ÄI ’ 1 * (4-3b)

[ «(f.Äi-ÄrO+aCf+q+Ä^Är-Är)* . a(rf -ÄI)*+a(r+q+Ä,/,Är-ÄI') | 
’ 1 |P+^i'l2 ^  h + ^ il2 ) ’

£o(y(f + ö + ®r f )\_4e2yry  x(F+q+ffi,f) (4 3c")i .2U ( t  + q + Jt,,t j>  V' - n » i ,  | r- f  |* ’ 1 1

£  / yff ! fr ! f')'1- 4e2jl v  f') /„(*' f . f  f <a(„\

*g(f + q + ̂ t » f  + — f + ^t") —

_ 4 e 2jr v  /(F+q+^r') — /(?') y( f  <,•,<&. f') (4.3d)
~ w  *,£*r«.'+„+»'- E r -h<o<qx(t +11 + W" 1>

| +<*(!', f f - £[)* . a(f+q+ffi,ffr'-ff()* +a(f + q+fft, Är -&')* 1
’  I |r-«+Är-Äii« + ~ |r—f |2 j

läßt sich die Integralgleichung (2.27) in der Form

K>(f + q + a „ f )  + £ » { ^ ( (  + q + Ä ,f ) }  + A {F i( f  + q + t „ f ) }  + £ ,{ ^ ( I  + q + « l , I ) }  

+ £ 3{F i(f + q + Ä , I ) }  =F{on(( + q + S „ f )  (4.4)
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schreiben. Hierbei wird durch die Operatoren £ 0 und £ t die CouLOMBsche Abschirmung des Störpotentials 

durch die Leitungselektronen berücksichtigt. Der Einfluß der Austauschwechselwirkung auf die Abschir­

mung ist in den Operatoren £ 2 und £ 3 enthalten. Aus Zweckmäßigkeitsgründen haben wir immer jene 

Anteile — nämlich die Operatoren £ 0 und £ 2 — abgespaltet, die schon in der Näherung freier Elektronen 

auftreten. In dem uns interessierenden Fall nahezu freier Elektronen können deshalb die Glieder £ t bzw. 

£ 3 als klein gegenüber £ 0 bzw. £ 2 angesehen werden. Weiter wurde in einer früher durchgeführten 

Untersuchung 11 für ein freies Elektronengas gezeigt, daß der Einfluß der Austauschwechselwirkung auf 

die Abschirmung wesentlich geringer als derjenige der COULOMB-Wechselwirkung ist. Ein ähnliches Ver­

halten ist auch bei nahezu freien Elektronen zu erwarten. Zur Lösung der Integralgleichung (4.4) scheint 

deshalb ein Iterationsverfahren angebracht, bei dem die Operatoren £ t und £ 2 als kleine Störung von £ 0 

angesehen werden, was wir durch den (gedachten) Störparameter /. beschreiben wollen. Das Glied £ 3 soll 

um den Faktor /? kleiner als £ 0 sein. Nach einer umfangreichen Zwischenrechnung, die im Anhang skiz­

ziert wird, findet man für das gesuchte Matrixelement V* (f , f) den Ausdruck

V i(t 'J )  = S A(f', f) {S'b ( f '- f )  K n .o (f '- f)

+ I  W 0[a(i, - fl,') + a(r, $,')*] S'B( f - !  + $,') J W f '- f - Ä iO

£ l /L  hv « _ V ( C.'r
2 r 2 M M wV-t —

[(*-
2 m

r  + ^,'12) a ( f , ®(')* (4.5)

^ ion.o(fr — f) ist das Ionenmatrixelement in der Näherung freier Elektronen. Wie aus Gl. (A5) ersicht­

lich ist, ist es nur von dem Differenzvektor (f'~  f) abhängig. Der BARDEENsche Abschirmfaktor S jj (q) ist 

durch

8e2.T 1 v  /(f + q)-/(f) | -1 

F0 if  —  E\' + c\ —E\> —hco’a j
S M ) =  1 (4.6)

definiert. Der Einfluß der Austauschwechselwirkung ist in dem Faktor

SA(f',f) -1 -£..{l}+SB(f'-f) £ 0{£2(1)} (4.7)

enthalten. Die Ausdrücke £ 2{ l}  bzw. £ 0{£2(1) } 

erhält man aus Gl. (4.3), indem man % (f + p + $[, f) 

durch 1 bzw. £o{l}  und durch (V —!) er­

setzt. Die Auswertung der hierbei auftretenden Inte­

grale ist wegen des Faktors j f"  — f |2 zunächst nicht 

möglich. Dieses singuläre Verhalten wird durch die 

Vernachlässigung der Korrelationswechselwirkung 

der Elektronen bedingt. Nach einem Vorschlag von 

H one  10 läßt sich diese Wechselwirkung näherungs­

weise dadurch berücksichtigen, daß wir | — f |2 

durch [|f/r — f 2 + &s2] ersetzen, wobei A:s größen­

ordnungsmäßig mit der Größe kc vergleichbar ist, 

die von Bohm  und P ine s  17,18 eingeführt wurde. Die 

genaue ks — &C-Abhängigkeit ist in einer früheren 

Mitteilung11 angegeben worden, in der auch die 

Auswertung der einzelnen Integrale ausführlich be­

schrieben wurde. Im Gegensatz zu dem B ardeen-  

schen Abschirmfaktor 5b (T — f) ist S\ zunächst von

17 D. B o h m  u. D. P in e s , Phys. Rev. 92, 609 [1953].
18 D. P in e s ,  Phys. Rev. 92, 626 f  1953]; sowie S e i t z - T u r n b u l l ,

Solid State Physics. Academic Press, New York 1955, Vol.
1, p. 368.

den Vektoren f und f', die den Anfangs- und End­

zustand bei einem Elektronenübergang bezeichnen, 

abhängig. Nur bei solchen Übergängen, bei denen 

die Energie der Elektronen sich nicht ändert, ist 5A 

nur eine Funktion von f  — f j .  Wegen der Klein­

heit der Energie der Phononen im Vergleich zu der 

Elektronenenergie können wir die Erhaltung der 

Elektronenenergie bei elektrischen Transporterschei­

nungen immer als erfüllt annehmen. Der Verlauf 

von SA(! f '- f  |) für verschiedene Elektronendichten 

und effektive Massen wurde in der vorläufigen Mit­

teilung 4 dargestellt. Aus ihr entnehmen wir, daß 

der Faktor 5a (|f’ — f |) immer größer als 1 ist19. 

Das bedeutet, daß die Austausch- und Korrelations­

wechselwirkung der CouLOMBschen Abschirmung des 

Störpotentials entgegenwirkt und die Streuung der 

Elektronen erhöht.

19 Man beachte jedoch, daß im Unterschied z u  B a il y n  1 für 
ft' ft Sa den Wert 1 annimmt.
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Die einzelnen Glieder in der geschweiften Klam­

mer von Gl. (4.5) haben folgende Bedeutung: Der 

erste Term rührt von dem abgeschirmten Stör­

potential in der Näherung freier Elektronen her. 

Die in a(f, ££() linearen Glieder stellen jenen Bei­

trag des Störpotentials zum Matrixelement dar, der 

erst in der Näherung nahezu freier Elektronen auf- 

tritt. Wichtig ist, daß die Ionen-Matrix-Elemente 

V\on,o (^  — ? + ®i) mit dem zugehörigen Abschirm- 

faktor SB(f — f + ,St[) multipliziert werden, wodurch 

ihr Beitrag zur Übergangswahrscheinlichkeit

— insbesondere an den Stellen f — wo

V U o d '- i  + $() allein divergiert — verringert 

wird. Ein ähnlicher Ausdruck für das Matrixelement 

f) wurde ohne Beweis auch von C o l l i n s  2 an­

gegeben. Der wesentliche Unterschied zu unseren 

Überlegungen liegt vor allem darin, daß C o l l i n s  die 

Wellenfunktionen nur aus einer Linearkombination 

zweier ebener Wellen [siehe Gl. (1.2)] zusammen­

setzt. Er betont jedoch selbst, daß durch diesen An­

satz der langsam veränderliche Teil der Wellenfunk­

tion schlecht erfaßt wird.

5. Lösung der Boltzmannschen Transport­

gleichung für Bloch-Elektronen

Durch die unitäre Transformation S haben wir 

in Abschnitt 2 eine neue HAMiLTON-Funktion H  ein­

geführt, die ein quantenmechanisches System von 

nicht gekoppelten „Quasielektronen“ und „Quasi- 

phononen“ beschreibt. Die Wellenfunktion XP  dieses 

Systems wird sich deshalb als ein Produkt der Wel­

lenfunktionen von Elektronen und Phononen dar­

stellen lassen. Um die wirkliche Wellenfunktion zu 

bekommen, müssen wir die unitäre Transformation 

rückgängig machen. Dies geschieht durch

XF  =  exp (i h~x S) ¥  = W + l  S I> . (5.1)

Aus der auf diese Weise definierten Funktion XF  

kann leicht die Wahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit 

berechnet werden, daß ein Elektron durch die Gitter­

schwingungen vom Zustand f in den Zustand f ge­

streut wird. Wie bei der zeitabhängigen Störungs­

rechnung findet man

W & t )  -

+ (^ i'- f+ l)  Ö(Et' -  Et + h (o ^ t )}  ? (5.2)

20 V g l. z. B . H. B ross u. A. S e e g e r . J. P hys . Chem. S o lid s  4,

161 [1958].

wobei d die DiRACsche <5-Funktion und NJq die mitt­

lere Besetzungszahl der Phononen

N(i= [exp {h (»y (k 71) } — 1]_1 (5.3)

bezeichnet.

Der elektrische W iderstand  ist durch die L ösun ­

gen ( f ) der linearisierten BoLTZMANN-Gleichung 20

£ { $ ( f ) }  = h~ 1 gradr /0 (5.4a)

bestimmt. A ff) ist eine nur von f abhängige Vektor­

funktion. Der lineare Integraloperator £  ist durch

£ { * ( « } = v  ^  b w ' ) w o
—  aE t /off)

(5.4b)

definiert.

Wie wir aus Gl. (4.5) entnehmen können, ist 

und damit auch sowohl von dem

Vektor f als auch von dem Vektor X allein und nicht 

nur von dem Differenzvektor (f'~  f) abhängig. Die 

Streuung der Elektronen durch die Gitterschwingun­

gen ist also anisotrop. Außerdem ist sie unelastisch, 

weil sich die Energie von Anfangs- und Endzustand 

um die Energie des beteiligten Phonons unter­

scheidet. Die Integralgleichung (5.4a) kann nicht 

exakt aufgelöst werden. Für ihre näherungsweise 

Auflösung hat sich bisher ein auf K ö h le r  21 zurück­

gehendes Variationsverfahren sehr bew ährt, bei dem 

der Ausdruck

Q = y  S (f) • £ (3E(f)} - l  2  X(t) -grad, /„

(5.5)

zu einem Extremum gemacht wird. Mit dem Punkt 

wird die skalare Verknüpfung der beiden Vektoren 

bezeichnet. Um diese Extremalforderung zu erfüllen, 

benützen wir das R iT Z S c h e  Verfahren, bei dem £ (f)  

durch eine Folge von Vergleichsfunktionen angenä­

hert wird. Bei der Auswahl der Vergleichsfunktio­

nen müssen zwei Dinge beachtet werden: Zunächst 

muß es ein vollständiger Funktionensatz sein und 

außerdem muß er das richtige Symmetrieverhalten 

besitzen. Bei dem von uns betrachteten Problem des 

elektrischen Widerstandes von Li handelt es sich um 

einen kubisch-raumzentrierten Kristall, dessen Punkt­

gruppe 48 Symmetrieoperationen enthält, die den 

Kristall in sich selbst überführen. Bei einer solchen 

Deckoperation darf sich die durch ein elektrisches 

Feld (5 hervorgerufene Änderung der Verteilungs­

funktion (S cV(f) nicht ändern, wenn sowohl (5

21 M. K o h l e r , Z. P hys. 125 . 679 [1948].
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als auch f einer kubischen Deckoperation unterwor­

fen werden. Die Funktion 3£(f) und damit auch alle 

Vergleichsfunktionen müssen also der Beziehung

j ] D ijX j { l ) = X i{D-l) (5.6)
7=1

genügen, wenn eine Deckoperation durch die Matrix 

D  bezeichnet wird. Ein vollständiges, dieser Sym­

metrieforderung genügendes Funktionensystem sind 

die kubischen Vektorfunktionen ^ ^ ’^(f°), die frü­

her definiert worden sind 22,23. Für das Rrrzsche 

Verfahren benützen wir die Vergleichsfunktionen

g ( !)  =  S £sV (L ,Z )Ä <£’A(f«), (5.7)
L = 0 1=1

wobei die Annäherung an die wirkliche Verteilungs­

funktion 3£(f) um so besser wird, je größer L0 ist. 

Der Ansatz (5.7) für die Vektorfunktion ^)(f) ist 

schon etwas speziell, weil die Energieabhängigkeit 

völlig vernachlässigt wird. Diese Näherung ist, wie 

von H ä c k e r  24 gezeigt wurde, bei elektrischen Trans­

porterscheinungen erlaubt und kann zu einem Feh­

ler im elektrischen Widerstand von 5% führen, weil 

dieser vorwiegend durch die Streuung der Elektro­

nen mit FERMi-Energie zustande kommt. Die Ent­

wicklungskoeffizienten Y (L, l) lassen sich leicht 

durch die Extremalforderung (5.5) bestimmen, die 

zu dem linearen Gleichungssystem

2  Y (L 'J ')  M ffS  =yvf (5.8)
L',V

führt. Nt ist die Abkürzung für den Ausdruck

N*'= ~ (2^)sh [  ®(i,Z)^°) gradf/o dTf

^  2 f  -| gradf Et (5.9)
° I gradt Et | f ’

der sich nach S o m m e rfe ld  25 bei stark entarteten 

Elektronen in ein Integral über die FERMi-Ober- 

fläche umformen läßt. Die Koeffizienten M jy  des 

linearen Gleichungssystems sind durch das Doppel­

integral

Mtr = f  dr,

2V° f - ! - / • - ( 1 , 0  {««•') (5-10> 
;r) 6 J  dE t /0(f)

_ - 2  
~  (2

bestimmt. Unter Benützung von (5.2) kann dieser Ausdruck in bekannter Weise 25 auch in Oberflächen­

integrale über die FERMi-Oberfläche verwandelt werden. Gl. (5.10) geht dann über in

f
( 2 .t ) 5 K T  J " r 1 S in  {hco’t '- t l  {2 K T )}

_^ (£ .0 (fO ).^ (r ,r )(fo )]  _dSf dSr (5.11)
1 ' Et j | grad Et' \

Wenn die Entwicklungskoeffizienten Y (L, l) bekannt sind, kann die elektrische Leitfähigkeit aus der 

Beziehung 26

o=  ^e2 Y (L ,l) Ni bestimmt werden. (5.12)

Für die praktische Rechnung ist es zweckmäßig, die Integration in (5.11) nicht auf der FERMi-Ober- 

fläche, sondern auf der Oberfläche der Einheitskugel auszuführen. Es entsteht dadurch ein Ausdruck der 

Form

M ff/ =  f  [$<*•*>(! °) •$(*'• H f l0) _ ^ . « ( f 0 ) . ^ ' . * ' ) ( I '0 ) ]  doj, dojf (5.13a)

mit F (f°  f°) = _____ 1____V° f I______ W ’ f)_______ j23 ^  3 ^1  (5 13b)
9(2 n)s k T | j  Sin {h coft'- il (2 k T)} 3£Tf J ’

22 H .  B r o s s , Z. Naturforschg. 15a, 859 [I960].
23 Kubische Vektorfunktionen $(£> 0(1*0) sind solche Linear­

kombinationen von Kugelflächenfunktionen Z-ter Ordnung, 
die so ausgewählt sind, daß kL ~ 1 h-R(L>l) = k L KL eine 
homogene Funktion L-ter Ordnung ist, die gegen eine 
kubische Deckoperation invariant ist.

24 W. H ä c k e r , Diplomarbeit, Stuttgart 1961.

25 A. S o m m e r f e l d  u. H. B e t h e , Handbuch der Physik. B d . 

XXIV/2, Verlag Springer, Berlin 1933.
28 Diesen Ausdruck findet man durch Einsetzen der Vergleichs­

funktion (5.7) in die Beziehung für die elektrische Strom­
dichte, wobei noch berücksichtigt ist, daß in einem kubi­

schen Medium das Integral $Kj(.L>1) — Ĉ _ - ■■■- nur
1 3 ki | grad Et j 

dann nicht verschwindet, wenn i= j  ist.
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wobei die Größen in der geschweiften Klammer für 

E{ = Ei' = £ zu nehmen sind. Zur Berechnung von 

Mf'y' muß also f°) als kontinuierliche Funk­

tion von f° und f 0 bekannt sein. Dies ist jedoch 

nicht möglich, weil mit jedem Verfahren der Band­

theorie nur die Wellenfunktion in diskreten f-Wer- 

ten berechnet werden kann. Wir versuchen deshalb 

einen geschlossenen Ausdruck für F(f °, f°) zu kon­

struieren, der zwischen den berechneten f-Richtun- 

gen interpoliert. Auf den ersten Blick scheint dies 

wegen der verschiedenen Funktionen, die hierfür 

in Frage kommen, äußerst schwierig zu sein, da 

f°) eine Funktion von vier Variablen ist. 

Diese Vielfalt läßt sich jedoch durch Symmetrie­

überlegungen wesentlich verringern. Die in Gl. 

(5.13b) eingeführte Funktion besitzt nämlich die 

Eigenschaft, daß sie ihren Wert nicht ändert, wenn 

sowohl f° als auch f ° einer kubischen Deckoperation 

unterworfen wird. Es gilt also

F(D-r°,D-f0) =F(f°,f°) . (5.14)

Diese Symmetrieeigenschaft müssen natürlich auch 

die zur Interpolation verwandten Funktionen besit­

zen. Wir entwickeln deshalb die Funktion F ( f f°) 

nach dem vollständigen Funktionensatz der bi- 

kubisch-sphärischen Harmonischen + !°) 27, 

die wir schon früher bei einem ähnlichen Problem 28 

benützt haben:

F(f'0,f°) = 2 ^ 4 V ) (r°,f°). (5.15)

Da f°) bei der Permutation der Vektoren f°

und F° seinen Wert nicht ändert, treten in (5.13) 

nur die symmetrischen Funktionen auf, die

auch dieses Verhalten bei der Permutation zeigen. 

Auf die Auswahl der Funktionen B\y + ̂ im speziellen 

Fall des Lithiums und auf die Bestimmung der Ent­

wicklungskoeffizienten Ffi' werden wir im nächsten 

Abschnitt eingehen.

Auch der in der geschweiften Klammer von Gl. 

(5.13a) stehende Ausdruck ^ ^ ’^ (!°) • ^  (f °) 

besitzt das Symmetrieverhalten (5.14) und kann 

deshalb nach bikubisch-sphärischen Harmonischen 

entwickelt werden. Da er jedoch gegenüber einer 

Permutation von f° und f'° kein definiertes Verhal­

ten hat, treten auch die asymmetrischen Funk­

27 Die bikubisch-sphärischen Harmonischen Bfi- (ft°, ft'0) =  
Bii’ ($<£>; cp') sind Funktionen der beiden Variablen­
paare (p und ■&', cp'. Sie sind invariant gegenüber allen 
Symmetrieoperationen der Oktaedergruppe und werden 
durch Linearkombinationen von Kugelflächenfunktionen

tionen B\y ) auf, die bei einer Permutation ihr Vor­

zeichen wechseln.

@ (L , I) ( f 0 ) . ß(L\ V) ( f  0 )  = 2  C (L, I; L\ r  | L")

■ (5.16)

Die durch diese Identität definierten Koeffizienten 

c(L ,l; L', l' | L) sind reine Zahlen. Ihre Werte sind, 

soweit sie für dieses Problem benötigt werden, in 

Tab. 1 angegeben. Unter Benützung der Integral-

L l L' V
0 4

L"

6 8 10

0 1
O

1 1

0 1 4 3 1

0 1 4 5 1

0 1 6 5 1

4 3 4 3 3 0 
2 2

2 5 
15 4

4 3 4 5 1 8
T ¥ ¥ TT

9
T¥

4 3 6 5 1 5 0 
T¥¥ 2" 2"

7 
2 6

4 5 4 5 1 2
3 5

2 5 2 
7 15

6 4
TT85

9
^ 5

4 5 6 5 2 4 
TTT

__  28
1 8 7

9 8 
TTT

1 8 9 
T-T2 3

6 5 6 5 4
3

_  1 9 6 
T 4 ¥

4 0
5 6 1

7 3 5 
4 9 4

__ 2 4 5
tf 4 (i

Tab. 1. Zahlenwerte für die in Gl. (5.16) definierten 
Entwicklungskoeffizienten c(L, l ; L', V | L").

eigenschaften der bikubisch-sphärischen Harmoni­

schen findet man weiter

MfV  = 2 > (L , Z; L', r  I L") { - ^ „ / (ß 'F o + V  da) do/ 

- F u "  d » d « /} .  (5.17)

Die Zahlenwerte der über die Einheitskugel auszu­

führenden doppelten Oberflächenintegrale

J {B\y/'+)y- dco da/

sind früher 27 schon berechnet worden.

Zum Schluß gehen wir kurz auf die Vereinfachung 

des Formalismus in der Näherung freier Elektronen 

ein. Sie kommt dadurch zustande, daß der Ausdruck 

F (t° , f°) nur von der Differenz der Einheitsvekto­

ren f 0 und f° abhängig ist. Drücken wir diesen 

Differenzvektor p = f'0 — f° durch sphärische Polar­

koordinaten aus, so läßt sich die Richtungsabhän­

gigkeit durch die kubischen Harmonischen ÂL(p°)

der Ordnung l bzw. V dargestellt. Sie sind so normiert, 
daß ß{f'+) (ft°, ft°) =X^(ft°) ist. Weitere Eigenschaften die­
ser Funktionen wurden früher schon abgeleitet. — H. 
B r o s s , Z. Naturforschg. 14 a , 892 [1959].

28 H. B r o s s , Z. Naturforschg. 14 a , 560 [1959].
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beschreiben. Da es sehr wenig kubische Harmoni­

sche mit niederem Index L gibt, ist der Rechenauf­

wand wesentlich kleiner. Außerdem kann die Inter­

polation der Winkelabhängigkeit unabhängig von 

der Interpolation der p-Abhängigkeit durchgeführt 

werden.

6. Numerische Durchführung und Vergleich der 

Temperaturabhängigkeit des elektrischen 

Widerstandes mit den experimentellen 

Ergebnissen

Wie schon in früheren Untersuchungen4’ 28 ge­

zeigt wurde, wird die Temperaturabhängigkeit des 

elektrischen Widerstandes nur dann von der Theorie 

gut wiedergegeben, wenn wir ein realistisches Spek­

trum für die Gitterschwingungen zugrunde legen. 

Es genügt keinesfalls, wenn man das Spektrum nä­

herungsweise mit der Elastizitätstheorie berechnet, 

selbst wenn man die Theorie für ein kubisches Me­

dium benützt. W ir haben deshalb auch in der vor­

liegenden Untersuchung das Spektrum mit der Git­

terdynamik berechnet, bei der von vornherein die 

Periodizität von Cüq und Cq im CJ-Raum berücksich­

tigt wird, so daß die Unterscheidung von Normal- 

und Umklappprozessen wegfällt, welche die Lösung 

der BoLTZMANNschen Transportgleichung bei einem

anderen Vorgehen so erschwert. In der Gitterdyna­

mik wird angenommen, daß zwischen den einzelnen 

Gitterionen rücktreibende Kräfte bei der Auslenkung 

aus der Ruhelage auftreten. Die Kopplungskonstan­

ten für diese rücktreibenden Kräfte lassen sich mit 

dem heutigen Stand der Elektronentheorie der Me­

talle nur experimentell bestimmen. Aber leider sind 

solche Untersuchungen im Fall des Lithiums bisher 

noch nicht durchgeführt worden. In einer früheren 

Mitteilung29 haben wir ein Verfahren beschrieben, 

mit dem man bei einem kubisch-raumzentrierten 

Kristall die Kopplungskonstanten näherungsweise 

aus den drei elastischen Konstanten und aus der 

Temperaturabhängigkeit der spezifischen Wärme er­

mitteln kann. Die bei Na gefundene Übereinstim­

mung des mit diesem Verfahren berechneten Schwin­

gungsspektrums mit demjenigen, das experimentell 

mittels der Streuung thermischer Neutronen ermit­

telt wurde, läßt hoffen, daß auch die für Lithium 

gefundenen Zahlenwerte größenordnungsmäßig rich­

tig sind.

Die Berechnung der Frequenzen coJq und der Po­

larisationsvektoren Cq erfolgt in üblicher Weise30 

aus dem homogenen Gleichungssystem

M ' (Ü~ Cq = T(q) -Cq, (6.1)

wobei die Komponenten der Matrix T;j (Q) bei einem 

kubisch-raumzentrierten Kristall durch

Tn(q) =  - 4  a j sin2 ® (qx + q2 + qs) + sin2 “ ( -  qx + q2 + q3) + sin2 “ (tfi-tfo + ^a)

+ sin2 l  (?i + 92- ? 3) j  - 4  a 's in2 ® q1-4>ß' ! sin2 a q, + sin2 “ q:i 1 (6-2a)

und ^ ( q )  =  -4>ß | sin2 “ {qx + q2 + q3) -  sin2 " ( -  + 9* + 0s) 

- s in 2 “ ( ^ - ^ 2  + ^3) + sin2 ( ? i+ 02-03) ]
(6.2b)

gegeben sind, wenn wir nur eine Wechselwirkung 

mit Nachbarn erster und zweiter Ordnung anneh­

men. Die übrigen Elemente von T erhält man aus 

(6.2) durch zyklische Vertauschung. Bei der nume­

rischen Rechnung haben wir folgende Zahlenwerte 

für die Kopplungskonstanten benützt:

a =  2850 dyn/cm, a = — 163 dyn/cm

und

ß =  2210 dyn/cm, 515 dyn/cm .

Die mit diesen Werten berechneten Dispersions­

kurven coJq für verschiedene Symmetrierichtungen 

sind in der früheren Veröffentlichung 29 dargestellt.

Der elektrische Widerstand ist durch die Funktion 

F ( f °, f°) vollständig bestimmt, die außer von dem 

Schwingungsspektrum vor allem auch von den elek­

tronischen Daten von Li abhängig ist. Im wesent­

lichen handelt es sich um die Zahlenwerte der Koef­

fizienten a(f, $ (), um die FERMi-Energie, um den 

Betrag der Wellenvektoren der Elektronen mit

29 H .  B r o s s  u . A. H o l z , Z. Naturforschg. 18 a , 765 [1963]. 30 Vgl. z. B. G. L e ib f r i e d ,  in Handbuch der Physik, Bd. VII/1, 
Verlag Springer, Berlin 1955.
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FERMi-Energie und um dessen Ableitung nach der 

Energie. Alle diese Größen wurden mit dem im 

Teil I beschriebenen Pseudopotentialverfahren er­

mittelt. Damit wir den Verlauf von F(f'°, f°) mög­

lichst gut durch einen geschlossenen Ausdruck inter­

polieren können, wäre es wünschenswert, wenn wir 

F(t'°, f°) an möglichst vielen t'° und f° Punkten 

auf der FERMi-Oberfläche bestimmen würden. Hier 

sind uns aber aus Zeitgründen — selbst bei einer 

elektronischen Rechenmaschine — sehr bald Gren­

zen gesetzt. W ir haben deshalb versucht, den Rechen­

aufwand durch Symmetrieüberlegungen zu verrin­

gern. Zunächst laufen in /'’ (T0, f°) beide Vektoren 

f 0 und f° unabhängig voneinander über alle Raum­

richtungen. Mit einer Deckoperation D  läßt sich 

aber ein Vektor f° immer so drehen, daß er inner­

halb des Elementarbereichs der ersten B r i l l o u i n -  

Zone liegt, der 1/48 ihres Volumen umfaßt. Wegen 

der Beziehung (5.14) ändert sich der Wert von 

F(f'°, f°) hierbei nicht, wenn wir gleichzeitig auch 

den anderen Vektor mittransformieren. Innerhalb 

des Elementarbereichs wurden 10 verschiedene f°- 

Richtungen angenommen. Für den Vektor f'°, des­

sen Wertebereich den ganzen Raumwinkel umfaßt, 

wurden alle Richtungen zugelassen, die durch An­

wendung der 48 Symmetrieoperationen der kubi­

schen Gruppe auf die 10 Richtungen des Elementar­

bereichs erzeugt werden. Durch diese Auswahl der 

Richtungen ist gewährleistet, daß wir mit der In ­

formation über den elektronischen Zustand auskom- 

men, die wir uns schon für die Richtungen des 

Elementarbereichs verschafft haben, da die Größen 

k und dk/dE l invariant gegenüber Decktransforma­

tionen sind, und die Entwicklungskoeffizienten 

o(f, $() der Beziehung

a (D - f ,£ t) = a ( f ,D - 1-£I ) (6.3)

gehorchen. Im  ganzen haben wir damit 4800 ver­

schiedene Übergänge zwischen den einzelnen Elek­

tronenzuständen betrachtet. Aus den zu diesen Über­

gängen gehörigen 4800 Zahlenwerten F (f °, f°) wer­

den die Entwicklungskoeffizienten Ffo' mit der Me­

thode der kleinsten Quadrate berechnet, bei der der 

Ausdruck

2  {W ,  V) - V Fb  ü S V W ; I,'°) }s
i,j

in bezug auf die Fjy zu einem Extremum gemacht 

wird. Hierbei entsteht ein lineares Gleichungssystem 

für die Ffi', das sich nur unter großem Zeitaufwand 

auflösen läßt. W ir haben deshalb bei der Interpola­

tion (5.15) nur jene Funktionen mitgenom­

men, die für die Berechnung der Matrixelemente 

MjiJJ benötigt werden. Wenn wir als Vergleichsfunk­

tionen nur die Vektorfunktionen ^ und ^ 4’3' 

zulassen, sind es die folgenden 10 Funktionen:

wobei die Anisotropie des Streumechanismus durch 

die Funktionen L =  4 und 6 ausgedrückt wird.

Aus den so gefundenen Entwicklungskoeffizienten 

F\i' und den in Tab. 1 angegebenen Zahlenwerten 

für die c(L ,l',L ',l'\ L") können die Größen 

nach Gl. (5.17) leicht berechnet werden. Da bei un­

serem Vorgehen die Dispersion der Frequenzen coj 

streng berücksichtigt wird, kann kein geschlossener 

Ausdruck für die Temperaturabhängigkeit der Mji/X 

und damit auch für den elektrischen Widerstand an­

gegeben werden. W ir haben deshalb die M\i> für

10 verschiedene Temperaturen im Bereich 9° bis 

430 berechnet. Die zwischen diesen Punkten in­

terpolierende Kurve ist in Abb. 1 dargestellt.

Die Zahlenwerte für die Größen Nj können aus 

der in I angegebenen Darstellung für den Betrag 

des Vektors k{E, f°) ermittelt werden. Für die in 

unserem Fall benötigten Werte findet man

V? =  1,184 1042ag2, A l =  -  1,088-1040 a52

Abb. 1. Die Temperaturabhängigkeit der Matrix­
elemente MhP-
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aB =  5,292 • 10~9 cm (BoHRscher Wasserstoffradius).

Durch Auflösen des Gleichungssystems (5.8) er­

geben sich die Entwicklungskoeffizienten Y (L , l ) 

und daraus mit Gl. (5.12) die elektrische Leitfähig­

keit. Die auf diese Weise gefundene Temperatur­

abhängigkeit des elektrischen Widerstandes ist in 

Abb. 2 durch die obere strichpunktierte Kurve dar­

gestellt. Um den Einfluß der Austausch- und Kor­

relationswechselwirkung auf den elektrischen Wider­

stand zu untersuchen, haben wir diese beiden Effekte

Abb. 2. Die Temperaturabhängigkeit des elektrischen Wider­
standes von Lithium 

(-----  exp. Kurve; theoretische Kurven).

bei der Berechnung der Übergangswahrscheinlich­

keit einmal auch vernachlässigt, indem wir die Funk­

tion SA(| f — fr !) in Gl. (4.5) durch 1 ersetzt haben. 

Dies führt zu dem durch die gestrichelte Kurve dar­

gestellten Widerstand. Zum Vergleich ist in Abb. 2 

der experimentell ermittelte Temperaturverlauf des 

elektrischen Widerstandes durch die dick ausgezo­

gene Kurve dargestellt. Im ganzen Temperatur­

bereich von 10 ̂  bis 400 °K  und über einen Wider­

standsbereich von 4 Zehnerpotenzen finden wir gute

Übereinstimmung zwischen der experimentellen und 

der theoretischen Kurve, bei der die Austausch- und 

Korrelationswechselwirkung berücksichtigt wurde. 

Die Vernachlässigung dieser Effekte gibt einen um 

den Faktor 1,5 bis 2 zu kleinen Widerstand.

In der Abbildung haben wir außerdem noch die 

Temperaturabhängigkeit des elektrischen Widerstan­

des in der Näherung freier Elektronen eingezeich­

net. In diesem Fall kann die Übergangswahrschein­

lichkeit aus den von Bardeen angegebenen Beziehun­

gen ermittelt werden, wobei die Größe [V(rs) — E0] 

als freier Parameter angesehen werden kann. Aus 

der Abbildung ist deutlich sichtbar, daß wir für 

keinen physikalisch realistischen Wert dieses Para­

meters über den ganzen Temperaturbereich eine 

Übereinstimmung mit der experimentellen Kurve er­

reichen können. Dieses Ergebnis steht qualitativ in 

Einklang mit Überlegungen von C o h e n  und Heine 31, 

die auf Grund von verschiedenen physikalischen 

Eigenschaften des Lithiums vorausgesagt haben, daß 

von allen Alkalimetallen Lithium am meisten von 

der Näherung freier Elektronen abweicht. Im  Un­

terschied zu diesen Autoren, die eine offene Fermi- 

Oberfläche für Li angenommen haben, zeigen die 

vorliegenden Untersuchungen, daß der im Vergleich 

zu den anderen Alkalien anomal hohe Widerstand 

des Lithiums schon mit einer geschlossenen, aber 

nicht-sphärischen FERMi-Oberfläche erklärt werden 

kann. Ergänzend sei jedoch bemerkt, daß die sowohl 

bei Li als auch bei Na und K gefundene gute Über­

einstimmung der theoretisch vorhergesagten Tempe­

raturabhängigkeit des elektrischen Widerstandes mit 

dem experimentell gemessenen vor allem dadurch 

erreicht wurde, daß wir das Spektrum der Phononen 

gitterdynamisch berechnet und die BoLTZMANNsche 

Transportgleichung mit einem gut konvergierenden 

Näherungsverfahren gelöst haben.

Die Verfasser danken Herrn Prof. U. D e h l i n g e r  für 
sein entgegenkommendes Interesse an der vorliegenden 
Arbeit, Herrn Dipl.-Phys. H. S t ö h r  für anregende Dis­
kussionen und der Deutschen Forschungsgemeinschaft 
für finanzielle Unterstützung.

Anhang

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der iterativen Lösung der Integralgleichung (4.4) für den Fall 

beschäftigen, daß die Operatoren £ x und £ 2 um einen (gedachten) Störparameter l  kleiner als £ 0 und 

daß der Operator £ 3 um X2 kleiner als £ 0 angesehen werden kann. Das gesuchte Matrixelement 

P;’(f+  C| + ®1, f) entwickeln wir auch nach diesem Größenordnungsparameter.

^ ( !  + q + f l , , ! ) = 2 ^ n ( f  + q + Ä if !) . (A l )

31 M. H . C o h e n  u . V. H e in e , Advan. Phys. 7 , 3 9 5  [ 1 9 5 8 ] .
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Da A beliebig klein sein kann, ergibt sich folgendes System von Integralgleichungen

(f + 9 + f) + £< ){ ^  + 9 + ^ 1? f) } =  V{on,0 (f + Q + ^(? f) 5 (A 2)

V[ (f + q + Ä„f) +£o{V{ (I + q + ft,,!)}

=  (I + q + Ä i,I )  — JCi{Fi (f + q + Ä i,f ) } - JC ,{ F 6 (f+  q + Ä ( ,f )}  , (A3)

Vn (J + q + t ) + £ 0{VJn (f + q + f ) } (A4) 

=  — M-i (f + q + ^ (» f )}  — (f + 9 + f ) } — {-‘z iy ii- i (f + Q + ^i? f ) } für n ^  2.

Hierbei haben wir, damit die verschiedenen Näherungslösungen VJn in sich konsistent sind, auch das 

Matrixelement des Ionenpotentials nach dem Störparameter X entwickelt. Der Ausdruck V{on ô ist jener 

Teil von V\on, der schon in der Näherung freier Elektronen von Null verschieden und nur von dem 

Differenzvektor q + abhängig ist. Fi0n,i enthält die Entwicklungskoeffizienten a(f, ^ () linear. Alle 

übrigen Glieder können in der Näherung nahezu freier Elektronen vernachlässigt werden. Aus Gl. (3.5) 

ergeben sich die folgenden Darstellungen:

r/ i„„.o(f + q + Ä , 0 = « 4 ?te2n y T _ ^ < A : | L + * i » g ( | q + ®||) =  F(on,„(<) + « , ) ,  (A 5)

VL.I (f + q + « t ,  f) =  2  V'v* [«(* +1 + «<• ®I')* + <■(*. - « i 0 1 Hon.o (q + ffl, + SV)

+s <**'•> «(U+** +*>-1) <a6>

. -H- { (Ä 2 — |f + q + ®, + ®,'|2) a(f+ q + & ,,® ,')* - (| f + ®i'|2 -|f + q + $i|2) a(f, - $ .') } •
z m

Die verschiedenen Näherungslösungen V}n sind alle durch eine inhomogene Integralgleichung der Form

+ q + f) + £o{x(f + q + } =<?j ( i+ q  + ^ i»^ ) (A 7)

bestimmt. Wegen der speziellen Form des Kerns dieser Integralgleichung kann sofort die exakte Lösung 

angegeben werden. Diese lautet

z (!+q4-Ä(,f)-ip(f + q + Äi,f) -SB(( + «,) £„{?>(!+ q + S l; f)} (A8a)

mit SB(q + S8i)-[l + JCo{l}]_1. (A 8b)

£ 0{ l}  ist eine Funktion von | q + ^  |, die man mit Gl. (4.3a) erhält, wenn man %(t + q + f) durch 1 

ersetzt.

W ir beginnen nun das System der Integralgleichungen (A 2 —4) iterativ zu lösen. Für die nullte Nähe­

rung ergibt sich

n ( f  + q + t i , f )  =SB(q + S[) r;:o„,o(q + tt) , (A9)

weil V ion.o von f unabhängig ist. Dies ist der von B a r d e e n  für freie Elektronen abgeleitete Ausdruck. 

Durch Einsetzen von (A 9) in die rechte Seite von (A 3 ) bekommen wir das Inhomogenglied der Integral­

gleichung für die erste Näherung. Hierbei ergibt sich, daß der Ausdruck — £ 1{Fq (f + q + ^!(, f) } u .a . 

Glieder enthält, die die größten Glieder von F|0n,i (f + q + ^ i? f )  gerade so kompensieren, daß nur ein 

„abgeschirmtes“ Ionenmatrixelement der Form

5b(q + ®t+ ^i') V\on,o (q + + $(')

übrigbleibt. Wegen des singulären Verhaltens von V{0Qß (q) bei q =  0 ist dieses Ergebnis sehr wichtig. Die 

Berechnung von V{ ist mit Gl. (A 8) leicht durchzuführen. Für die Summe der beiden ersten Näherungen 

ergibt sich

vk + q + ^i» ( f + q + f)

- [ l- £ 2{l} + SB(q + t,) £„{£2(1)}]S{, (q + Ä,) Fjon,0 (q + ®,)

+ ^  VVQ [a(f + q + l̂(, ^!(')* + a(f, — ̂ ' ) ] S'b (q + $[ + ̂ V) V{On,o (q + + ̂ [')
ftj/ 4=0
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+ 2 VYvw* I (C'-H,-) g(|q + SJ,+ a,'|) { (i2-|f + q + S, +*r|*) o(f+ q + « i , «i0*
Z \ z  I\ M  OJ'q M j' =£ 0 Z m

-  ( | f  +  S ,- | 2 - | f  +  q +  ® , | 2) a(t, -«,■)}

+ * y r*  U + * * *  » k »  S'B (q + Ä ‘ + Hv) V 'm-I> (l1 + Ä  + (A  10)

. I V  / < f ' + q + « 0 - / < » ')  [ „ ( f '  +  q +  g , , ® , . ) *  + « ( ( ' ,  - S t ,- ) ]

I !' ß f '  +  o +  üw —  A f '  —  n  w ’fl

+ ? Ä Ä wr+«+* ' -*>

• X  / < r . ± S + * r t - / f >  * *  { ( ^ - i r  +  q +  S i ,  + S l , ' i 2 ) a ( f '  +  q  +  a „ . « , ' ) *
f  A f ' - q  +  sw —  Ji\ —  h  (»’o 2 /n

- ( | f  + $,'|2 -| f' + q + $ ,|2) a(f\ - $ , ' ) } •

Diesen Ausdruck müßten wir zur Berechnung der zweiten Näherung VJ0 benützen, bei der der Einfluß 

der Austauschwechselwirkung berücksichtigt wird, der nicht in der Näherung freier Elektronen enthalten 

ist. Dieses Vorgehen würde zu einem sehr komplizierten Ausdruck für V2 führen. Da andererseits zu 

erwarten ist, daß durch diesen Teil der Austauschwechselwirkung der Wert des Matrixelementes V7 wenig 

beeinflußt wird, berücksichtigen wir ihn näherungsweise dadurch, daß wir die in o(f, ®() linearen Glieder 

mit dem Faktor

S\(f + q + Mi, f ) =  1 — £o { l}  + 5B(q + ^ i)  {£ 2(1)}

multiplizieren, der der Austauschwechselwirkung in der Näherung freier Elektronen Rechnung trägt. Der 

auf diese Weise erhaltene Ausdruck für (f -f q + $ (, f) ist aber immer nodi für die weiteren Untersu­

chungen viel zu kompliziert, weil er Integrationen über die Koeffizienten a(f, $[) enthält, die mit der 

Pseudopotentialmethode nur in diskreten f-Werten bestimmt werden. Es ist jedoch wahrscheinlich, daß 

der Beitrag dieser Glieder zu F; (f + q + $ ( , f )  aus zwei Gründen sehr klein ist. Zunächst ist bei all diesen 

Gliedern der Faktor q + $ i | 2, der an bestimmten Stellen des reziproken Gitters singulär werden kann, 

immer mit dem Abschirmfaktor (q + $() multipliziert, durch den dieser Pol zweiter Ordnung gerade 

kompensiert wird. Weiter sind, wie unsere Bandrechnung gezeigt hat, die Koeffizienten a(f, $ () stark f-ab- 

hängig, so daß sich die einzelnen Beiträge bei der f-Integration gegenseitig wegheben. Es wird deshalb 

erlaubt sein, alle Glieder zu vernachlässigen, bei denen über f integriert wird. Durch alle diese Vernach­

lässigungen werden wir zu dem in Gl. (4.5) angegebenen Ausdruck geführt.


